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1 Neur£itý integrál

1. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫ (x−1)3√

x
dx; b)

∫ (
sinx+ 3√

4−4x2

)
dx;

c)
∫ (

10−x + x2+2
x2+1

)
dx; d)

∫
e3x+1
ex+1

dx;

e)
∫

x2

3(1+x2)
dx; f)

∫
3x√
1−9x dx;

g)
∫

1
x2+3x+7

dx; h)
∫

4x

1+42x
dx;

ch)
∫
arctg

√
x dx; i)

∫
lnx√
x
dx;

j)
∫
cotg 2x dx; k)

∫
x

(x+1)2
dx;

l)
∫
x ln2 x dx; m)

∫
xex

(1+x)2
dx;

n)
∫

ex
√
arctg ex

1+e2x
dx; o)

∫
1

tgx ln2 sinx
dx;

p)
∫

π−arcsinx√
1−x2 dx; q)

∫
x2

1+x6
dx;

r)
∫

dx
x2+2x+2

; s)
∫

e2x

4+ex
dx;

t)
∫

3 dx

x
√

1−ln2 x
; u)

∫
arcsinx dx;

v)
∫
ex cos 2x dx; w)

∫
x3+x−1
x(x2+1)

dx;

x)
∫
|x| dx; y)

∫
dx

cos2 x
√
tg x−1 ;

z)
∫ √

1+x2+
√
1−x2√

1−x4 dx.

2. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

lnx−2
x
√
lnx

dx; b)
∫

1+cos2 x
1+cos 2x

dx;

c)
∫
x2 arctgx dx; d)

∫
x lnx dx;

e)
∫

11x−2
3x2−11x+6

dx; f)
∫

dx
(x−1)x2 ;

g)
∫

x−1
(x+1)(x+2)2

dx; h)
∫

x4−10x3+36x2−46x+25
x3−9x2+27x−27 dx;

ch)
∫

x
5x
dx i)

∫
1

2x2+8x+20
dx;

j)
∫

cosx
3√
sin2 x

dx; k)
∫
ln(x+

√
1 + x2) dx;

l)
∫
sin(lnx) dx; m)

∫
dx

a2−x2 , a ∈ R;

n)
∫ ln(lnx)

x
dx; o)

∫
dx√

5−2x−3x2 dx;
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p)
∫ (

1−x
x

)2
dx; q)

∫
(10x + 3x)3 dx;

r)
∫ earctg x+x ln(x2+1)+1

1+x2
dx; s)

∫ 5
√
arccotg x
1+x2

dx;

t)
∫

dx√
2+3x−2x2 dx; u)

∫ (
cos x

2
− sin x

2

)2
dx;

v)
∫
x3ex

2
dx; w)

∫
ex sinx dx;

x)
∫

ln cosx
cos2 x

dx; y)
∫
x2 sin 2x dx;

z)
∫
(x+ 2)ex

2+4x−5 dx.

3. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

lnx
x(4+ln2 x)

dx; b)
∫

x
16+x4

dx;

c)
∫ 2x ln(x2+1)

x2+1
dx; d)

∫
dx

x lnx ln lnx
;

e)
∫
5xe−4x dx; f)

∫
x3 arccotg x dx;

g)
∫
(3x2 + 1) ln(x− 4) dx; h)

∫ (
lnx
x

)2
dx;

ch)
∫

x
x2−4x+5

dx; i)
∫

x+1
2x2+4x+10

dx;

j)
∫

x2+x−2
(x+3)2(x−1)(x2+6x+10)

dx; k)
∫

x+1
x3−1 dx;

l)
∫

2x+1−5x−1

10x
dx; m)

∫
e2x

1−3e2x dx;

n)
∫ √

x4+2+x−4

x3
dx; o)

∫
(|1 + x| − |1− x|) dx;

p)
∫ √

1 + 3 cos2 x sin 2x dx; q)
∫
arcsin

√
x
x+1

dx;

r)
∫

ln sinx
sin3 x

dx; s)
∫

x
sin2 x

dx;

t)
∫
x sin(x2 + 2) dx; u)

∫
x cosx
sin3 x

dx;

v)
∫
(3x2 + 1) arctg x dx; w)

∫
ecos

2 x sin 2x dx;

x)
∫
sinx

√
(3 + 2 cosx)5 dx; y)

∫
dx

(2x2+2)
√

arccotg3 x
dx;

z)
∫ √ ln(x+

√
1+x2)

1+x2
dx.

4. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

dx
x2−4x+12

; b)
∫ √

x lnx dx;

c)
∫

dx
x4−2x3 ; d)

∫
dx
x4−1 ;

e)
∫

2x
x2+x+2

dx; f)
∫ (x+1)3

x2−x dx;
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g)
∫

x2

(1+x2)2
dx; h)

∫
2x−3

(x2−3x+2)2
dx;

ch)
∫
(x2 + x) ln(1 + x) dx.

5. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

x4+2x3+x+3
x3+1

dx; b)
∫

x
x3+9x2+23x+15

dx;

c)
∫

x4+1
x3−x2+x−1 dx; d)

∫
x−1

(1+x)(x+x2)
dx;

e)
∫

x2

x2−6x+10
dx; f)

∫
x4

x4−1 dx;

g)
∫

dx
2x2+9x−5 dx; h)

∫
3x−7

x3+x2+4x+4
dx;

ch)
∫

4x3−14x2+28x−7
(x−2)2(x2−2x+5)

dx; i)
∫

x3

x4−2x3+3x2
dx;

j)
∫

dx√
x+1− 3
√

(x+1)2
; k)

∫
x+2

x3−2x2+2x
dx;

l)
∫

x3+x−1
x(x2+1)

dx; m)
∫

dx√
x+1− 3
√

(x+1)2
;

n)
∫

1
(x+1)2

√
1−x
1+x

dx; o)
∫

x
x+
√
x
dx;

p)
∫

dx
1+ 3√x ; q)

∫ √
x+ 4√x+ 3√x
2(x+

6√
x7)

dx;

r)
∫ √

1−x
x

dx; s)
∫

3
√
x−1

2
√
x−1− 3
√

(x−1)2
dx;

t)
∫

dx
x3+x2+x

; u)
∫

dx
3x+1

;

v)
∫

dx
(1+x)

√
x
; w)

∫ 6√x+1
6√
x7+

4√
x5
dx;

x)
∫

9x4+3x3−23x2+x
9x3−6x2−5x+2

dx; y)
∫

x−1√
x2−2x+2

dx;

z)
∫

4x+5
√
x+2

3
√

(x+2)2
dx.

6. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫ √

x+2
2x+3

dx
(x+2)(3x+5)

; b)
∫

dx
x+
√
x2−x+1

;

c)
∫

dx√
−x2−4x ; d)

∫
x+
√
x2−1

x−
√
x2−1 dx;

e)
∫

dx√
2x2−x+3

; f)
∫

dx√
3−2x−5x2 ;

g)
∫

x2√
2x2−4x+1

dx; h)
∫

x2√
x2+2x+4

dx ;

ch)
∫

x2+4x√
x2+2x+2

dx; i)
∫ √

x2 − 2x− 1 dx;

j)
∫

dx
x2
√
7−x2 ; k)

∫
dx

(x−1)
√
1+x−x2 ;

l)
∫

dx√
3−2x−5x2 ; m)

∫ √
1 + x2 dx;
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n)
∫

dx
(2−x)

√
1−x ; o)

∫ √
1+x
1−x dx;

p)
∫ √

x+1+2
(x+1)2−

√
x+1

dx; q)
∫ √

4− x2 dx;

r)
∫

2x−10√
1+x−x2 dx; s)

∫
dx√

x+a+
√
x
dx, a ∈ R− {0};

t)
∫

dx
x
√
x2+2x+2

; u)
∫

3x2−16√
x2+6x+11

dx;

v)
∫

2
x−
√
x2−1 dx; w)

∫ √
x

3√x+1
dx;

x)
∫ √

1+x
1−x

dx
(1−x)(1+x)2 ; y)

∫
3

√
1−x
1+x

dx;

z)
∫

dx√
x2+x+1

.

7. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

dx
x
√
3+2x+x2

; b)
∫

dx
(x−1)

√
x2−x−1 ;

c)
∫

dx
x−
√
x2−x+1

; d)
∫

x5√
x2+1

dx;

e)
∫

x6√
1−x2 dx; f)

∫ √
3 + 4x+ x2 dx;

g)
∫

x3+5x2+8x+3√
x2+4x+3

dx; h)
∫

dx√
x+1+

√
x
dx.

8. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

dx
4 sinx−7 cosx−7 ; b)

∫
dx

4−5 sinx ;

c)
∫

dx
3 sin2 x+5 cos2 x

; d)
∫

dx
2+2 cos2 x

;

e)
∫
cotg3x dx; f)

∫
1+tg2x
1+tgx

dx;

g)
∫

dx
sinx−cosx ; h)

∫
1−tgx
1+tgx

dx;

ch)
∫
sin4 x dx; i)

∫
cos5 x dx;

j)
∫
cos2 x sinx dx; k)

∫
cos2 x sin2 x dx;

l)
∫

dx
cosx

; m)
∫

dx
cos4 x

;

n)
∫

dx
cos5 x

; o)
∫

dx
cos8 x

;

p)
∫

dx
sin4 x cos2 x

; q)
∫
sin
√
x dx;

r)
∫

x+sinx
1+cosx

dx; s)
∫

sinx
3√1+2 cosx

dx;

t)
∫

dx
4+tgx+4 cotgx

; u)
∫

dx
sin 2x−2 sinx ;

v)
∫

tgx
1+tgx+tg2x

dx; w)
∫

cosx
sin7 x

dx;
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x)
∫
sin4 x cos4 x dx; y)

∫
cosx

sin2 x+6 sinx+5
dx;

z)
∫

cos 2x
sin2 2x

dx; º)
∫

sinx cosx√
2−sin2 x

dx.

9. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

dx
4−3 cos2 x+5 sin2 x

; b)
∫ √

tgx
sinx cosx

dx;

c)
∫
sin5 x

2
cos3 x

2
dx; d)

∫
sin5 x
cos3 x

dx;

e)
∫
cos 3x cos 4x dx; f)

∫
sin x

4
cos 3x

4
dx;

g)
∫

dx
sinx cos2 x

; h)
∫ √

1+cosx
sinx

dx;

ch)
∫

ex−2
e2x+4

dx; i)
∫

dx
1+ex/2+ex/3+ex/6

;

j)
∫
arcsin2 x dx; k)

∫
x arcsinx dx.

l)
∫

e2x√
ex−1 dx; m)

∫
dx

ex−e−x ;

n)
∫
cotg x ln2 sinx dx; o)

∫
arcsinx
x2

dx;

p)
∫

dx
cos2 x sin2 x

; q)
∫
sin 7x sin 8x dx;

r)
∫

dx
sinx cos2 x

; s)
∫

dx
8−4 sinx+7 cosx

dx;

t)
∫
sinx sin 2x sin 3x dx; u)

∫
sin x

3
cos x

4
dx;

v)
∫

cosx
sin2 x+8 sinx+26

dx; w)
∫

e2x−ex
e2x+1

dx;

x)
∫

sin3 x
2+cosx

dx; y)
∫

dx
4−3 sin2 x ;

z)
∫

cos4 x
sin6 x

dx.

10. Vypo£ítajte nasledujúce neur£ité integrály:

a)
∫

dx
1−3 sinx cosx−2 cos2 x ; b)

∫
sin2 x cos4 x dx;

c)
∫

dx
5+4 sinx

; d)
∫
cos5 2x sin 2x dx;

e)
∫

dx
sinx cos3 x

; f)
∫

cotg x
sinx+cosx−1 dx.
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2 Ur£itý integrál

1. Vypo£ítajte nasledujúce ur£ité integrály:

a)
1∫
−1

√
1− x2 dx; b)

π
2∫
0

sin5 x dx;

c)
4∫
−1
f(x) dx, ak f(x) =


x2 + 4, −1 ≤ x ≤ 0

4, 0 < x ≤ 1

1
x+2

+ 11
3
, 1 < x ≤ 4

;

d)
3∫
1

dx
x+x2

; e)
27∫
1

3√
x2

1+
3√
x2
dx;

f)
3∫
0

f(x) dx, ak f(x) =


1− x, 0 ≤ x ≤ 1

0, 1 ≤ x ≤ 2

(2− x)2, 2 ≤ x ≤ 3

;

g)
1∫
−3
|x| dx; h)

π
2∫
0

sinx cos2 x dx;

ch)
8∫
3

x√
1+x

dx; i)

√
3∫

0

x√
4−x2 dx;

j)
1∫
0

ex

1+e2x
dx; k)

e∫
1

1+lnx
x

dx;

l)
1∫
0

ln(x+ 1) dx; m)
3∫
2

x2ex dx;

n)

π
2∫
π
4

1+cos2 x
sin2 x

dx; o)
1∫
−1

x5

1+x2
dx;

p)
1∫
−1

dx
(x2+1)(x−2) dx; q)

π∫
0

sin3 x dx;

r)

√
3∫

0

x arctg x dx; s)
e∫
1

dx
x
√
1+lnx

;

t)
π∫
0

| cosx| dx; u)
4∫
1

dx
2
√
x(1+

√
x)2

;

v)
1∫
0

x
√
1− x dx; w)

√
2

2∫
0

x√
1−x4 dx;

x)
3∫
1

cos lnx
x

dx; y)
2∫
1

x
x2+3x+2

dx;
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z)
7∫
3

x
x2−4dx; aa)

1∫
0

√
x

1+
√
x
dx;

bb)
π∫
0

x3 sinx dx; cc)

π
2∫
π
4

cosx
sin2 x

dx;

dd)
1∫
0

xe−x dx; ee)
π/2∫
0

dx
3+2 sinx

;

�)
ln 2∫
0

ex

e2x+ex+2
dx; gg)

4∫
1

2
√
x

2
√
x
dx;

hh)
2∫
1

dx√
3+2x−x2 dx; ii)

1∫
0

ln(x2 + 1) dx.

2. Vypo£ítajte obsah rovinnej oblasti, ktorá je ohrani£ená uvedenými krivkami:

a) y = x3 + x2 − 6x, x = −2, x = 3 a osou ox;

b) parabolou y = 3− 2x− x2, jej doty£nicou v bode [2,−5] a osou oy;

c) parabolou y = x2 − 2x+ 2, jej doty£nicou v bode [3, 5] a osami ox, oy;

d) x− y + 1 = 0, 3x+ 2y − 12 = 0 a y = 0;

e) y = x+ 1, y = cosx a osou ox;

f) y = x2 − 4x+ 6 a y = −3 + 8x− 2x2;

g) y = lnx, y = 0 a x = e;

h) y = x3 a y = x;

ch) y2 = x, x · y = 8, x = 8 a osou ox;

i) y = x2 − 2x a y = x;

j) x = 0, x = 1
2
, y = 0 a y = xe−2x;

k) y = 2x, y = 2 a x = 0;

l) y = e−x sinx, y = 0, x = 0 a x = π;

m) x · y = 4, x+ y = 5;

n) y = x2 a y = x3;

o) y = x2 + 1 a x+ y = 3;

p) y = sinx, y = cosx, x = π
4
a x = 5π

4
.
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3. Vypo£ítajte objem telesa, ktoré vznikne rotáciou rovinného útvaru ohrani£eného danými

krivkami okolo osi ox:

a) x · y = 4, x = 1, x = 4 a osou ox; b) y = sinx, x = 0, x = π a osou ox;

c) y2 = 4x, x = 3 a osou ox; d) y = e−x, x = 2 a osami ox, oy;

e) y = 1− x2, y = x2; f) y = x2 + 2, x = −2 a x = 2;

g) y = ex
√
x, x = 1 a y = 0; h) y = x2 a y = 4;

ch) y = sinx, y = cosx, x = 0, x = 5π
4
a osou oy.

4. Vypo£ítajte d¨ºku danej krivky na uvedenom intervale:

a) y = x3

6
+ 1

2x
, x ∈ 〈1, 2〉; b) y = x

3
2 , x ∈ 〈0, 4〉;

c) y = 1− ln cosx, x ∈ 〈0, π
4
〉; d) y = ex+e−x

2
, x ∈ 〈0, 3〉;

e) y = ln ex+1
ex−1 , x ∈ 〈ln 2, ln 5〉; f) y = 2+x6

8x2
, x ∈ 〈1, 2〉;

g) y = 1
3
(x2 + 2)

3
2 , x ∈ 〈0, 3〉; h) y = ln(sinx), x ∈ 〈π

3
, π
2
〉.

5. Vypo£ítajte obsah rota£nej plochy, ktorá vznikne rotáciou rovinného útvaru ohrani£eného

danými krivkami okolo osi ox:

a) y2 = 4x, x = 3 a osou ox; b) y = x2

2
, x = 0, x = 3

4
a osou ox;

c) y = x3, x = −2
3
, x = 2

3
a osou ox; d) y =

√
x, x = 0, x = 2 a osou ox.

6. Vypo£ítajte nasledujúce nevlastné integrály:

a)
1∫
0

dx√
1−x2 ; b)

0∫
−∞

ex dx;

c)
∞∫
−∞

dx
1+x2

; d)
1∫
−1

dx

2
√
|x|
;

e)
∞∫
−∞

dx
x2+2x+5

; f)
e∫
1

dx
x lnx

g)
∞∫
1

dx
x2+x

; h)
∞∫
1

lnx
x2
dx;

ch)
4∫
0

dx
(x−2)2 ; i)

1∫
0

x√
1−x2 dx;

j)
1∫
0

x lnx dx; k)
∞∫
0

xe−x
2
dx;
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l)
∞∫
−∞

arctg2 x
1+x2

dx; m)
∞∫
1

arctg x
x2

dx;

n)
∞∫
2
π

1
x2

sin 1
x
dx; o)

∞∫
0

x
(1+x)3

dx;

p)
∞∫
e2

dx
x ln3 x

; q)
−1∫
−∞

dx
x2(1−x) dx;

r)
∞∫
0

arctgx
1+x2

dx; s)
∞∫
0

dx
1+x3

;

t)
∞∫
1

dx
(1+x)

√
x
; u)

∞∫
0

x sinx dx;

v)
2∫
0

dx
x2−4x+3

; w)
2∫
0

√
2+x
2−x dx;

x)
1∫
0

dx√
x
; y)

π
2∫
0

dx
cosx

;

z)
1∫
0

dx√
x(1−x)

dx.
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3 Diferenciálne rovnice

1. Zistite, £i funkcia ϕ(x) je rie²ením danej diferenciálnej rovnice prvého rádu na uvedenom

intervale I:

a) ϕ(x) = 5e−2x, I = R . . . y′ + 2y = 0;

b) ϕ(x) = x+ ex, I = R . . . (x− y + 1)y′ = 1;

c) ϕ(x) = x
√
1− x2, I = (−1, 1) . . . yy′ = x− 2x3;

d) ϕ(x) = x3 − x2, I = (0,∞) . . . y′ − 3y

x
= x;

e) ϕ(x) =
1

1 + e−x
, I = R . . . y′ = y(1− y).

2. Rie²te nasledujúce diferenciálne rovnice prvého rádu (nájdite v²etky ich rie²enia):

Diferenciálne rovnice so separovanými premennými

a) x+ 2x3 + (y + 2y2)y′ = 0; b)
x√

1 + x2
+

y√
1 + y2

y′ = 0;

c) y′ = x2ex; d) y′ =
2x

1 + x2
;

Separovate©né diferenciálne rovnice

e) (1 + ex)yy′ = ex; f) y′ = x− 2xy;

g) x+ yy′ = 0; h) 10x+y = y′;

Homogénne diferenciálne rovnice

i) 2xyy′ = y2 − x2; j) y′ =
x− y
x+ y

;

k) (x− y)y′ = x+ y; l) xy′ = y(1 + ln y − lnx);

Lineárne diferenciálne rovnice

m) xy′ + y = lnx+ 1; n) xy − x2y′ = 2a2, a ∈ R;

o) xy′ − y = x2 cosx; p) (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2;

Bernoulliho diferenciálne rovnice

q) y′ +
xy

1− x2
= x
√
y; r) 2xyy′ + x = −y2;

s) xy′ + y − xy2 lnx = 0; t) y′ + y − x√y = 0.
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3. Rie²te nasledujúce diferenciálne rovnice prvého rádu (nájdite v²etky ich rie²enia):

a) 2yy′ − 4x3 = 0; b) 1− 2x− y2y′ = 0;

c) x− y + xy′ = 0; d) (y2 − 3x2)y′ + 2xy = 0;

e) (2x− 3)y′ = −3x2 − 2y; f) y′(x+ 1) + y =
x2 + 1

x+ 1
;

g) xy′ = x
√
y − x2 + 2y; h) (5xy′ − y)y4 = x

x− 1
;

ch) ex+y = y′; i) y′x = y − y2;

j) y′ = 3
√

2x− y + 2; k) y′ =
√

4x+ 2y + 1;

l) y′ +
y

x
=
y2

x2
; m) y′ =

2x+ y

x
;

n) y′ − y = ex; o) x(x+ 1)y′ + y = x(x+ 1)2e−x
2

;

p) x+ (y + 1)y′ = 0; q) y′ = x cosx;

r) y′ = e
y
x +

y

x
; s) y′ =

x

y
+
y

x
;

t) 6x4 + y − xy′ = 0; u) xy′ + y = x sinx;

v) ex sin3 y + y′(1 + e2x) cos y = 0; w) y′ =
y − 1

x+ 1
;

x) x sin
y

x
y′ + x = y sin

y

x
; y) y′ + y = cosx;

z) y + xy + (x− xy)y′ = 0; º) y′
√
1− x2 +

√
1− y2 = 0;

ô) (x− 2)y′ =
3y

x+ 1
; ä) y − 2x+ 1 + (y − 2x)y′ = 0.

4. Nájdite rie²enie danej diferenciálnej rovnice prvého rádu, ktoré vyhovuje uvedenej za£ia-

to£nej podmienke (rie²te Cauchyho úlohu):

a) (x+ 1)y′ + xy = 0, y(0) = 1; b)
x√

1− x2
+

xy′√
1− y2

= 0, y(0) =
√
3
2
;

c) y′ cotg x+ y = 2, y(0) = −2; d) y′ = 3y
2
3 , y(2) = 0;

e) y′ cos2 x = y ln y, y
(π
4

)
= e; f) y′ = xy2, y(0) = 4;

g)
1 + y2

1 + x2
− y′ = 0, y(0) = 1; h)

x

1 + y
− yy′

1 + x
= 0, y(0) = 1;

i) y′
√
1− x2 + y = arcsinx, y(0) = 0; j) y′ lnx+

y

x
= 1, y(e) = e.

5. Rie²te nasledujúce diferenciálne rovnice prvého rádu (nájdite v²etky ich rie²enia):

a) xy′ − y = (x+ y) ln
x+ y

x
; b) y2 − xy − x2y′ = 0;
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c) y′ − y + tg x = y4 cosx; d) xy2(xy′ + y) = 1;

e) y′ − 1

x
y = x2; f) y′ + 2xy = 2xe−x

2

;

g) xy + ex − xy′ = 0; h) (xy′ − 1) lnx = 2y;

i) (1 + ex)yy′ = ex; j) y′ = x− 2xy;

k) y′ =
1

x− y
+ 1; l) 2y − x3y′ = 0;

m) y′ − 4

x
y = x

√
y; n) y′ +

2y

x
= −x4exy3;

o) y′ =
1

x− y
+ 1; p) 2y − x3y′ = 0;

q) (x+ y + 1) + (2x+ 2y − 1)y′ = 0; r) y′ = lnx+ 1.

6. Nájdite rie²enie danej diferenciálnej rovnice prvého rádu, ktoré vyhovuje uvedenej za£ia-

to£nej podmienke (rie²te Cauchyho úlohu):

a) (x+ y)2y′ = 1, y(0) = 1; b) xy = (1 + x)(2 + y)y′, y(e− 1) = 1;

c) y′ =
xy

x2 + y2
, y(

√
e) =

√
e; d) xy′ − 3y = 3− 4x− x2, y(1) = 3;

e) y′ + y cosx− sinx cosx = 0, y(0) = 1; f) xy′ + y − y2 = 0, y(1) = 1
2
;

g) (x+ 1)(y′ + y2) = −y, y(0) = 1.

7. Nájdite v²eobecné rie²enie nasledujúcich lineárnych homogénnych diferenciálnych rovníc:

a) y′′ + 4y′ = 0; b) y′′ − 4y′ + 3y = 0;

c) y′′ − 4y′ + 5y = 0; d) y′′ − 2y′ + 5y = 0;

e) y′′ − 2y′ + 10y = 0; f) y′′ + 5y′ + 6y = 0;

g) y′′ − 3y′ + 2y = 0; h) y′′ − 7y′ + 12y = 0;

ch) y′′ − 8y′ + 16y = 0; i) y′′ + 6y′ + 9y = 0;

j) 9y′′ + 6y′ + y = 0; k) y′′ − 4y′ + 13y = 0;

l) 4y′′ − 8y′ + 5y = 0; m) y′′ − 8y′ + 25y = 0;

n) 4y′′ + 8y′ + 5y = 0; o) y′′ − 2y′ + y = 0;

p) y′′ + 4y′ + 3y = 0; q) y′′ + 2y′ + y = 0.
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8. Nájdite v²eobecné rie²enie nasledujúcich lineárnych nehomogénnych diferenciálnych rovníc

na príslu²nom intervale I (ak nie je uvedený ºiaden interval I, uvaºujte I = R):

a) y′′ − y′ − 6y = 10
(
e−2x + xe3x

)
; b) y′′ + 2y′ + y = e−x + ex;

c) y′′ + y = 5− 3 cos 2x; d) y′′ + y =
1

sinx
+ sinx na I = (0, π);

e) 9y′′ − 6y′ + y = sin
x

3
; f) y′′ − 7y′ + 10y = −12e3x;

g) y′′ − y′ = e2x cos ex; h) y′′ − y = cos2 x;

ch) y′′ + y =
2

sin3 x
na I = (π, 2π); i) y′′ − y′ = ex;

j) y′′−2y′+y =
2ex

x2 + 1
; k) y′′−4y′+5y =

e2x

cosx
na I =

(
−π
2
,
π

2

)
;

l) y′′−2y′ = 3x+2xex; m) y′′+4y′+4y =
e−2x

1− x2
na I = (−1, 1);

n) y′′ − y′ − 12y = 7xe−3x; o) y′′ − 2y′ + y = ex lnx na I = (0,∞);

p) y′′−4y′ = 4; q) y′′+4y′+4y = e−2x lnx na I = (0,∞);

r) y′′ − 7y′ + 12y = e−4x; s) y′′ − 7y′ + 10y = (x+ 1)e−5x;

t) 3y′′ − 4y′ = x2e
4
3
x; u) y′′ − 2y′ + 2y = 4ex sinx;

v) y′′ + 2y′ + y =
e−x

x
na I = (0,∞); w) y′′ + y′ − 6y = xe2x.

9. Nájdite rie²enie nasledujúcich lineárnych diferenciálnych rovníc, ktoré vyhovuje daným

za£iato£ným podmienkam (rie²te Cauchyho úlohu):

a) y′′ − y′ = −5e−x(sinx+ cosx), y(0) = −4, y′(0) = 5;

b) y′′ − 4y′ + 4y = 2ex, y(0) = 0, y′(0) = 0;

c) y′′ + 4y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1;

d) y′′ + 16y = 1, y(0) = 1
8
, y′(0) = 1

4
;

e) y′′ − 4y = x+ 2, y(0) = 7
2
, y′(0) = −17

4
;

f) y′′ − y′ = 1

1 + ex
, y(0) = 1, y′(0) = 2;

g) y′′ + 4y′ + 29y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 15;

h) y′ − 5y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1.
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4 Diferenciálny po£et funkcie viac premenných

1. Nájdite funkciu f(x, y) a ϕ(x), ak f(x, y) = x− y + ϕ(x+ y) a f(x, 0) = x3.

2. Nájdite funkciu f(x, y), ak f(x− y, x
y
) = x3 − y3.

3. Nájdite funkciu f(x), ak f(x
y
) = 2xy(lnx−ln y)

x2+y2
, x > 0, y > 0.

4. Rozhodnite, £i nasledujúce mnoºiny sú otvorené alebo uzavreté a nájdite ich v²etky hro-

madné body (deriváciu mnoºiny), vnútorné body (vnútro mnoºiny), hrani£né body (hranicu

mnoºiny) a izolované body (svoje odpovede zdôvodnite !), ak:

a) A =

{
(x, y) ∈ E2 : x = (−1)n n

n+ 1
, y = 3, n ∈ N

}
;

b) B =

{
(x, y) ∈ E2 : x = (−1)n2n− 2

5n+ 3
, y = m, n ∈ N, m ∈ Z

}
;

c) C =

{
(x, y) ∈ E2 : x = k, y = k2 ∨ x = k, y = k2 − 1

n
, k ∈ Z, n ∈ N

}
;

d) E =
{
(x, y) ∈ E2 : x = Q, y = Q

}
= Q2;

e) F =
{
(x, y) ∈ E2 : −1 < x ≤ 1, y + 2x = 4

}
;

f) G =
{
(x, y) ∈ E2 : y − 5x = k, k ∈ Z

}
;

g) H =
{
(x, y) ∈ E2 : max{x, y} = 2, x 6= y

}
;

h) CH =

{
(x, y) ∈ E2 : x <

1

y

}
;

ch) I =
{
(x, y) ∈ E2 : x < y3

}
;

i) J =
{
(x, y) ∈ E2 : 2 < x ≤ 3, −5 ≤ y ≤ 6

}
= (2, 3〉 × 〈−5, 6〉;

j) K =

{
(x, y) ∈ E2 : x =

1

n
, −5 ≤ y ≤ 6, n ∈ N

}
=

{
1

n
, n ∈ N

}
× 〈−5, 6〉;

k) L =
{
(x, y) ∈ E2 : y < sinx, y > 0

}
;

l) M =
{
(x, y) ∈ E2 : 2x ≤ y ≤ −x+ 3, 1 < x ≤ 2

}
;

m) N =
{
(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 < 3, x /∈ Z, y /∈ Z

}
;

n) O =
{
(x, y) ∈ E2 : 1 ≤ |x| ≤ 2, 1 ≤ |y| ≤ 2

}
;

o) P =
{
(x, y) ∈ E2 : 1 ≤ |x|+ |y| ≤ 2

}
;

p) Q =
{
(x, y) ∈ E2 : 1 ≤ |x| ≤ 2, 1 ≤ |y| ≤ 2, x2 + y2 ≤ 2

}
;

q) R =
{
(x, y) ∈ E2 : 1 < |x|+ |y| < 2, y 6= 1

}
;
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r) S =
{
(x, y) ∈ E2 : 2 < x < 5, 0 < y < 2

}
= (2, 5〉 × (0, 2);

s) T =
{
(x, y) ∈ E2 : 2 < x < 5, 0 ≤ y < 2

}
= (2, 5〉 × 〈0, 2);

t) U =
{
(x, y) ∈ E2 : x = Q, y = R

}
= Q× R;

u) V =
{
(x, y) ∈ E2 : x = Q, y = Z

}
= Q× Z.

5. Nájdite de�ni£ný obor nasledujúcich funkcií (a na£rtnite ho, ak ide o funkciu dvoch pre-

menných), ak:

a) f(x, y) =
x ln y√

4− x2 − y2
; b) f(x, y) =

√
2− |x| − |y|+ 4

√
|x|+ |y| − 1;

c) f(x, y) = xy −
√
x4 − 16y4; d) f(x, y) = arcsin

x

x+ y
+
√
2y − x2 − y2;

e) f(x, y) =
3− y√
x+ |y|

+
5√

x− |y|
; f) f(x, y) = ln(9− x2 − y2) +

arcsin y
x√

x2 + y2 − 1
;

g) f(x, y) =
√
x+ y; h) f(x, y) = ln(3x+ y − 3) +

ln(3− x)√
3x− 2y + 6

;

ch) f(x, y) =
√

(x− 2)(y + 3); i) f(x, y, z) = ln(xyz) + ln(yz);

j) f(x, y) =
√

(1− x2)(1− y2); k) f(x, y) = arccos(x2 + y2 − 1) +

√
|x|+ |y| −

√
2;

l) f(x, y) =
1

25− x2 − y2
; m) f(x, y) =

x2y

2x+ |y|
;

n) f(x, y) =
πy2

6

√
x2 − y2; o) f(x, y) =

√[
x2 +

(y − 2)2

4
− 1

]
(x2 + y2 − 6x);

p) f(x, y) =
√

1− x2 − 4y2; q) f(x, y) = arcsin
x

y2
+ arcsin(1− y);

r) f(x, y) =

√
1−

(
x2

4
+
y2

9

)
; s) f(x, y, z) =

√
1− x+

√
y + 3 +

√
z;

t) f(x, y) = ln(x+ y); u) f(x, y, z) = ln(xyz);

v) f(x, y) =

√
4x− y2

ln(1− x2 − y2)
; w) f(x, y, z) =

√
1− x2 − y2 − z2;

x) f(x, y) =
1

x+ 4
+

1

y − 2
; y) f(x, y, z) = arcsin

x

y
+ arcsin y + arccos

z

3
.

6. Nájdite de�ni£ný obor nasledujúcich funkcií (a na£rtnite ho). Rozhodnite, £i de�ni£ný

obor je otvorená alebo uzavretá mnoºina a nájdite jeho v²etky hromadné body (deriváciu

mnoºiny), vnútorné body (vnútro mnoºiny), hrani£né body (hranicu mnoºiny) a izolované

body (svoje odpovede zdôvodnite !), ak:
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a) f(x, y) = ln(|x|+ y) +
1√
y − x

; b) f(x, y) =
√
x2 + y2 − 1 + ln(2− x2 − y2);

c) f(x, y) =
arccos(y − 1)

3
√
x2

; d) f(x, y) = y2
√
x2 − y2 + ln(xy);

e) f(x, y) =
√
y sinx; f) f(x, y) =

ln(4 + 4x− y2)√
4− x2 − y2

g) f(x, y) =
1

x2 − y2
; h) f(x, y) = arcsin(1−x2−y2)+arcsin(2xy);

ch) f(x, y) =
√
3x− 2

√
y
; i) f(x, y) = arcsin

x

y
− 1

|y| − |x|
;

j) f(x, y) =
√
1− x2 +

√
1− y2; k) f(x, y) = ln(2x+ y − 3) +

ln(4− x)√
2x− 2y + 6

.

7. Nájdite de�ni£ný obor nasledujúcich funkcií a na£rtnite rezy grafov týchto funkcií rovinami

x = 0 a y = 0, ak:

a) f(x, y) = sin(x+ y); b) f(x, y) =
√
x2 + y2;

c) f(x, y) = 1 + xy; d) f(x, y) =
x+ y

x2 + y2
;

e) f(x, y) =
x2

2
+
y2

4
; f) f(x, y) = 4− 2x− 3y.

8. Z daných funkcií vytvorte zloºenú funkciu a ur£te jej de�ni£ný obor, ak:

a) f(x1, x2, x3) = x1 + x2 + 3x3, kde x1 = sin2 t, x2 = cos2 t, x3 = sin2(t+ 1);

b) g(x1, x2) = 2x1 sinx2, kde x1 = u− cos v, x2 = uv;

c) g(x1, x2) = x21 + 2x1x2, kde x1 = s+ t, x2 = s− t;

d) g(u, v) = sinu+
√
v, kde u = xy, v = x2 − y2;

e) g(u, v) =
√
uv, kde u = x− y, v = x+ y;

f) g(u, v) = uv, kde u = x2 + y2, v = 2x− 3y.

9. Rozloºte na zloºky uvedenú zloºenú funkciu a ur£te jej de�ni£ný obor, ak:

a) F (x, y) = ln
xy

x2 − y2
; b) F (x, y) = sin(x+ y)− xy + ex+y;

c) F (x, y) = (x− y)2 +
√
x+ y; d) F (x, y) = arctg

√
x− y
y

;

e) F (x, y) =
x

y
exy; f) F (x, y, z) = sin

x+ y + z√
x2 + y2 + z2

.

10. Pomocou de�nície dokáºte, ºe postupnos´ bodov {Xk}∞k=1, kde Xk =
(

k
k+1

, 2k−1
3k

, 1
k

)
,
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konverguje k bodu A = (1, 2
3
, 0).

11. Zistite, £i daná postupnos´ bodov {Xk}∞k=1 je konvergentná a nájdite jej limitu (ak je to

moºné), ak:

a) Xk =
(
1− 1

2k
, 2
k4
, (−1)

k

5k

)
; b) Xk =

(
k+(−1)k
k−(−1)k ,

√
k√

k+
√
k+
√
k
,
k
√
k12
)
;

c) Xk =
(
k−1
k2
, k
√
k, 1
)
; d) Xk =

((
2k+1
k−5

)6k+5
, k

2+1

k4 k
√
5
, (−1)

k

k+1

)
;

e) Xk =
(

k

√
5k+1
k+5

,
√
k − k, 4

)
; f) Xk =

(
k
√
k3 + 2k,

√
k(k + 1)− k,

k√2
k

)
.

12. Nájdite postupnos´ bodov priestoru E3, ktorá konverguje k danému bodu A, ak:

a) A = (1, 1, 1); b) A = (−1, 1
e
, 3
4
);

c) A = (e−
7
3 ,
√
2, 1); d) A = (0, 1, 0).

13. Vypo£ítajte nasledujúce limity funkcií:

a) lim
x→0
y→0

2x2y2

3x2y2+(x−y)2 ; b) lim
x→0
y→0

x2+y2

x2−y2 ;

c) lim
x→3
y→0

tg(xy)
y

; d) lim
x→0
y→0

x
x+y

;

e) lim
x→0
y→0

x4

x4+y2
; f) lim

x→0
y→0
z→0

x+yz−xy+1√
x2+y2+z2+1−1

g) lim
x→−1
y→−1

(x+y)2−4
x+y+2

; h) lim
x→0
y→0

x3+y3

x4+y2
;

ch) lim
x→2
y→∞

(
1− x

y

)y
; i) lim

x→∞
y→1

(
1 + 1

x

) x2

x+y ;

j) lim
x→0
y→0

x2y
x2+y2

; k) lim
x→1
y→2

2x
(x−1)2+(y−1)2 ;

l) lim
x→0
y→0

2−
√
4−xy
xy

; m) lim
x→0
y→0

arctg x2y
x2+y2

;

n) lim
x→2
y→1

x2+4xy−12y2
x3−8y3 ; o) lim

x→0
y→2

(1 + xy)
2

x2+xy ;

p) lim
x→0
y→0

sinxy√
x2+y2

; q) lim
x→0
y→0

x2+xy+y2

x2−xy+y2

r) lim
x→0
y→0

x2y2

x2y2+(x−y)2 ; s) lim
x→∞
y→−3

(
1 + y

x

)x
t) lim

x→0
y→0
z→0

x
x+y+z

; u) lim
x→0
y→0

(x2 + y2)
x2y2 ;
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v) lim
x→0
y→0

(
x sin 1

y
+ y sin 1

x

)
.

14. Z Heineho de�nície limity funkcie dokáºte, ºe:

a) lim
x→0
y→1

x+2y
x2+y2

= 2; b) lim
x→1
y→0
z→1

x+y−z+1
x2+y2+z2

= 1
2
.

15. Nájdite v²etky body nespojitosti daných funkcií, ak:

a) f(x, y) = 1
sin2 πx+sin2 πy

; b) f(x, y) = sin 1
|x|−|y| ;

c) f(x, y) =


x2y2

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
; d) f(x, y) = ln |x− y|;

e) f(x, y) =


x2+y2√

x2+y2+1−1
, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)
; f) f(x, y, z) = ln

1+
√
x2+y2+z2

1−
√
x2+y2+z2

.

16. Vy²etrite spojitos´ daných funkcií v bode X0, ak:

a) f(x, y, z) =


xy+xz

x2+y2+z2
, (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

1, (x, y, z) = (0, 0, 0)
, X0 = (0, 0, 0);

b) f(x, y) =


xy

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
, X0 = (0, 0);

c) f(x, y) =

 x
(y−1)2 , y 6= 1

0, y = 1
, X0 = (0, 1);

d) f(x, y) =

 e
− 1
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)
, X0 = (0, 0);

e) f(x, y) =

 (1 + x2y2)
− 1
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

4, (x, y) = (0, 0)
, X0 = (0, 0).

17. Dode�nujte funkciu f(x, y) = sinxy
y

tak, aby bola spojitá na celom E2 (ak je to moºné).

18. Pre aké a ∈ R− {0} je funkcia f(x, y) spojitá v bode A = (a, 2a), ak

f(x, y) =


y2+4xy−12x2

y3−8x3 , 2x 6= y

5, 2x = y
.

19. Pre aké a ∈ R je funkcia f(x, y) spojitá v bode A = (0, 1), ak
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f(x, y) =


√
xy−y+1−1

x2+y2−2y+1
, (x, y) 6= (0, 1)

a, (x, y) = (0, 1)
.

20. Vypo£ítajte parciálne derivácie prvého rádu nasledujúcich funkcií v bode A, ak:

a) f(x, y) = ex sin y, A = (1, 2); b) f(x, y) = πx2y
3

, A = (4, 6);

c) f(x, y) = x
y
+ y

x
, A = (1, 1); d) f(x, y) = x cos y−y cosx

1+sinx+sin y
, A = (0, 0).

21. Vypo£ítajte parciálne derivácie prvého rádu nasledujúcich funkcií, ak:

a) f(x, y, z) = xy
x+y

+ yz
y+z

; b) f(x, y) = ln
√
x−√y√
x+
√
y
;

c) f(x, y) = (x+ y)y; d) f(x, y, z) = arctg(x− y)z;

e) f(x, y) = cotg(x2y)
x+y

; f) f(x, y) = arctg x+y
1−xy ;

g) f(x, y) = xy · ex+2y; h) f(x, y, z) = 2 cos(xy − z) + (2x− z)2y3;

i) f(x, y) = z · x
1
y ; j) f(x, y, z) =

√
xy (2x+ 3z)

√
yz;

k) f(x, y) = ln(x−
√
x2 + y2); l) f(x, y) = xx

y
.

22. Dokáºte, ºe pre funkciu z =
√
x sin y

x
, x > 0 platí x ∂z

∂x
+ y ∂z

∂y
= z

2
.

23. Dokáºte, ºe pre funkciu z = y2 sin(x2 − y2) platí y2 ∂z
∂x

+ xy ∂z
∂y

= 2xz.

24. Dokáºte, ºe pre funkciu z = x · e yx − x2 − y2 platí x ∂z
∂x

+ y ∂z
∂y

= z − x2 − y2.

25. Dokáºte, ºe daná funkcia f(x, y) je diferencovate©ná v kaºdom bode priestoru E2 a nájdite

jej diferenciál v bode A, ak

a) f(x, y) = x2 − 3xy + y2, A = (1, 0); b) f(x, y) = sinx cos y, A = (π, 3).

26. Zistite, £i funkcia f(x, y) je diferencovate©ná v bodoch A,B,C, ak

A = (0, 1), B = (0, 0), C = (2, 3) a f(x, y) =


√
x2 + 4y2 + 1, (x, y) 6= (0, 1)

−3, (x, y) = (0, 1)
.

27. Zistite, £i daná funkcia f(x, y), resp. f(x, y, z) je diferencovate©ná v bode A a nájdite jej

diferenciál v tomto bode, ak

a) f(x, y) = arctg x
y
, A = (2, 1); b) f(x, y, z) = 2x sin y arctg z, A = (−4, π

2
, 0);

c) f(x, y) = x · e−yx, A = (1,−2); d) f(x, y, z) = (xy − yz + xz)2, A = (1, 1, 1);

e) f(x, y) = 1
(x2+y2)2

, A = (−1, 2).
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28. Pomocou diferenciálu nájdite pribliºnú hodnotu £ísel:

a)
√

3, 032 + 9, 012; b) 1, 052,01;

c) 1, 043 + 1, 053; d) sin 1,51·arctg 0,08
23,95

.

29. Zistite, £i funkcia f(x, y) je spojitá a diferencovate©ná na celom priestore E2, ak

f(x, y) =

 e
− 1
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

30. Vy²etrite spojitos´, diferencovate©nos´ daných funkcií v bode (0, 0) a nájdite jej prvé

parciálne derivácie v tomto bode, ak

a) f(x, y) =


x2y
x4+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
; b) f(x, y) =


xy

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

31. Vy²etrite spojitos´ a nájdite prvé parciálne derivácie funkcie f(x, y) v bode (0, 0), ak

f(x, y) =


x3y
x6+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

32. Dokáºte, ºe funkcia f(x, y) je spojitá na celom priestore E2 a je diferencovate©ná v kaºdom

bode (x, y) 6= (0, 0), ak

f(x, y) =


xy√
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

33. Nájdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x, y) v bode T , ak

a) f(x, y) = −2x4 + y6, T = (2, 1, ?); b) f(x, y) = x
y
, T = (2, ?,−1);

c) f(x, y) = xy, T = (1, 1, ?); d) f(x, y) = ln(1+ x+ y), T = (?, 0, 0);

e) f(x, y) = x ln y, T = (1, 1, 0); f) f(x, y) = x sin y, T = (0, 0, ?);

g) f(x, y) =
√
14− x2 − y2, T = (3, 1, ?); h) f(x, y) = (y − x− 2)2, T = (1, 1, ?);

i) f(x, y) =
√
x2 + y2 − xy, T = (3, 4, ?); j) f(x, y) = sin x

y
, T = (π, 1, ?).

34. Nájdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x, y) = 4−x2−y2, pri£om dotyková

rovina je rovnobeºná s rovinou σ : 2x+ 2y − z = 0.

35. Nájdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x, y) = x2 + 2y2, pri£om dotyková

rovina je kolmá na priamku p : x = 1− t, y = 2t, z = −2− 2t, t ∈ R.

36. Vypo£ítajte parciálne derivácie prvého rádu nasledujúcich zloºených funkcií:
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a) z = arcsin u
v
, kde u = 2x+ y, v = 2x− y;

b) z = arctg u
x
, kde u = 10x;

c) z = u2v − uv2, kde u = x cos y, v = x sin y;

d) z = u · euv , kde u = x2 + y2, v = xy;

e) z = x
√
y, kde x = ln t, y = 1 + et;

f) z = xln y, kde x = t3, y = t2;

g) z = (u− v) · e 3w
10 , kde u = 3 sin x, v = cosx, w = x;

h) z = u
v
arctg(u+ v), kde u = xy, v = x+ y;

i) z = ln(u2 + v2), kde u = y cosx, v = x sin y;

j) z = f(u, v), kde u = x+ y, v = x− y a funkcia f je diferencovate©ná na E2;

k) u = r + v2, kde r = x2 + sin y + 3z, v = ln(x+ y + z);

l) u = ln(r2 + v + s2), kde r = 2x+y
2+z, v = x2yz, s = sin(x+ y + z);

m) u = f(r, s, t), kde r = x+ 2y − z, s = 3x− y − 2z, t = sinx sin y sin z a

funkcia f je diferencovate©ná na celom priestore E3;

n) z = (2x2 + y2)2x+3y;

o) z =
(
x
y

)2
ln(3x− 2y);

p) z = f(x2 + y2, x · e− yx ), kde funkcia f je diferencovate©ná na celom priestore E2.

37. Dokáºte, ºe funkcia z = arctg u
v
, kde u = x+y, v = x−y, vyhovuje rovnici ∂z

∂x
+ ∂z
∂y

= x−y
x2+y2

.

38. Dokáºte, ºe funkcia z = 1
2
(x2 + y2) + f(u), kde u = x− y a funkcia f je diferencovate©ná

na celom priestore E1, vyhovuje rovnici ∂z
∂x

+ ∂z
∂y

= x+ y.

39. Dokáºte, ºe funkcia z = x · f
(
y
x

)
− x2 − y2, kde funkcia f je diferencovate©ná na celom

priestore E1, vyhovuje rovnici x ∂z
∂x

+ y ∂z
∂y

= z − x2 − y2.

40. Dokáºte, ºe funkcia u = x3 sin z2+y2

x2
, vyhovuje rovnici x∂u

∂x
+ y ∂u

∂y
+ z ∂u

∂z
= 3u.

41. Dokáºte, ºe funkcia u = xy · ϕ(x2 − y2 − z2), kde funkcia ϕ je diferencovate©ná na celom

priestore E1, vyhovuje rovnici 1
2x

∂u
∂x
− 1

2y
∂u
∂y

+ 1
z
∂u
∂z

= 1
2

(
1
x2
− 1

y2

)
u.

42. Dokáºte, ºe funkcia z = f(x2 + y2), kde funkcia f je diferencovate©ná na celom priestore

E1, vyhovuje rovnici x∂z
∂y
− y ∂z

∂x
= 0.

22



43. Nájdite deriváciu funkcie f(X) v bode A v smere vektora ~I a jej gradient v bode A, ak:

a) f(x, y) = x3 − 3x2y + 3xy2 + 1, A = (3, 1), ~I = B − A, B = (6, 5);

b) f(x, y) = 3x4 − x2y3 + y2, A = (1,−1) a uhol ~I s osou ox je π
6
a s osou oy je π

3
;

c) f(x, y, z) = 3x3 − 4y3 + 2z4, A = (2, 2, 1), ~I = B − A, B = (5, 4, 6);

d) f(x, y) = 3x2 − 6xy4 + 11y5, A = (1, 1), ~I = B − A, B = (4, 5);

e) f(x, y, z) = x2y2z2, A = (1,−1, 3), ~I = B − A, B = (0, 1, 1);

f) f(x, y, z) =
√

(x2 + y2 + z2)3, A = (1, 1, 1), ~I = 2~j + ~k;

g) f(x, y) = 5x2 − 6xy + 2y − 7, A = (0, 1), ~I = (−1, 0);

h) f(x, y) = x(1 + y2)− 2ey cosx, A = (π, 0), ~I = 4~i− 3~j;

i) f(x, y, z) = z − x2 − y2, A = (−2, 1, 9), ~I = 2~i−~j + 2~k;

j) f(x, y, z) = x2y2 + x2z2 + y2z2, A = (1, 1, 1), ~I = 8~i− 4~j + 8~k.

44. Nájdite gradient funkcie f(X) v bode A, ak:

a) f(x, y) =
√

4 + x2 + y2, A = (1, 2); b) f(x, y) = 3x2y3, A = (−1
2
, 1);

c) f(x, y) = x+y
xy

+ x2−y2
x2y2

, A = (3,−1); d) f(x, y) = ln(x+ 1
y
), A = (7

3
,−3

4
);

e) f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

, A = (1, 1, 1); f) f(x, y, z) = xyz, A = (1, 2, 3);

g) f(x, y, z) = arcsin z√
x2+y2

, A = (−3, 4, 2); h) f(x, y) =
√
x2 + y2, A = (4, 3).

45. Nájdite smer, v ktorom je derivácia funkcie f(x, y) v bode A najvä£²ia a ur£te aj jej

hodnotu, ak:

a) f(x, y) = 4x2+y2, A = (−1, 2); b) f(x, y, z) = x2+y2+z2−16, A = (0, 2,−1);

c) f(x, y, z) = xy − z, A = (2, 2, 4); d) f(x, y) = ln(x2 + 4y2), A = (6, 4).

46. Nájdite uhol, ktorý zvierajú gradienty funkcií f(X), g(X) v bode A, ak:

a) f(x, y) = xy − x2y2, g(x, y) = 1
xy

+ xy, A = (1, 2);

b) f(x, y, z) = 3x2 + xy + xz2 + yz, g(x, y, z) = y2 − z2 + xz + yz, A = (0,−1, 1);

c) f(x, y, z) = x2 + y2 − z2, g(x, y, z) = arcsin x
x+y

, A = (1, 1,
√
7).

47. Nájdite v²etky body roviny, v ktorých sa gradient funkcie f(x, y) = ln(x + 1
y
) rovná

vektoru ~i− 16
9
~j.
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48. Vypo£ítajte parciálne derivácie druhého rádu nasledujúcich funkcií, ak:

a) z = ln(x2 + y2); b) z =
√

1− x2 − y2;

c) z = xy + x
y
; d) z = arctg x−y

x+y
;

e) z = y · x
x
y ; f) z = x sin(x+ y) + y cos(x+ y);

g) u = (x2 − y2)3z2; h) z = xy;

i) z = ex·e
y
; j) z = ln x2+1

y2−1 ;

k) z = xy + cos(x− y).

49. Vypo£ítajte:

a) ∂3z
∂x∂y2

, ak z = y ln(xy); b) ∂3u
∂z∂y∂x

, ak u = cos(xyz);

c) ∂4z
∂x2∂y2

, ak z = ln(x2 + y2); d) ∂3z
∂y3

, ∂3z
∂x3

, ak z = cos(sin y + x);

e) ∂2z
∂x2

, ∂2z
∂x∂y

, ak z = (x+ y)x−y.

50. Výpo£tom dokáºte, ºe ∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x

, ak:

a) f(x, y) = x arcsin
√

x
y
; b) z = arctg(y tg x).

51. Výpo£tom dokáºte, ºe ∂3f
∂x2∂y

= ∂3f
∂y∂x2

, ak:

a) f(x, y) = x sin y + y cosx; b) f(x, y, z) = (x+ y − z)2 · exyz.

52. Vypo£ítajte parciálne derivácie druhého rádu nasledujúcich zloºených funkcií:

a) z = ln(u2 + v2), kde u = y cosx, v = x sin y;

b) z = u2 ln v, kde u = x
y
, v = 3x− 2y;

c) z = f(u, v), kde u = x2 + y2, v = xy a funkcia f má spojité v²etky parciálne

derivácie druhého rádu;

d) z = f(t, t2, t3), pri£om f má spojité v²etky parciálne derivácie druhého rádu.

53. Daná je funkcia f(x, y), ktorá má spojité v²etky parciálne derivácie druhého rádu. Do-

káºte, ºe ∂2F
∂u2

+ ∂2F
∂t2
· 1
u2

+ ∂F
∂u
· 1
u
= ∂2f

∂x2
+ ∂2f

∂y2
, ak F (u, t) = f(x, y), kde x = u cos t, y = u sin t.

54. Dokáºte, ºe funkcia z = xy
x−y vyhovuje rovnici ∂2z

∂x2
+ 2 ∂2z

∂x∂y
+ ∂2z

∂y2
= 2

x−y .

55. Dokáºte, ºe funkcia z =
√
x2 + y2 vyhovuje rovnici ∂2z

∂x2
+ ∂2z

∂y2
= 1

z
.
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56. Dokáºte, ºe funkcia z = ln x2−y2
xy

vyhovuje rovnici ∂
3z
∂x3

+ ∂3z
∂x2∂y

− ∂3z
∂x∂y2

− ∂3z
∂y3

= 2
(

1
y3
− 1

x3

)
.

57. Dokáºte, ºe funkcia z = x(x+ y)2 + y
√
x+ y vyhovuje rovnici ∂2z

∂x2
− 2 ∂2z

∂x∂y
+ ∂2z

∂y2
= 0.

58. Dokáºte, ºe funkcia z = f(x−2t)+g(x+2t), kde funkcie f a g sú dvakrát diferencovate©né

na celom priestore E1, vyhovuje rovnici ∂
2z
∂t2
− 4 ∂

2z
∂x2

= 0.

59. Dokáºte, ºe funkcia z = xf
(
x
y

)
+ yg

(
x
y

)
, kde funkcie f a g sú dvakrát diferencovate©né

na celom priestore E1, vyhovuje rovnici x2 ∂
2z
∂x2

+ 2xy ∂2z
∂y∂x

+ y2 ∂
2z
∂y2

= 0.

60. Dokáºte, ºe funkcia z = rm cosmϕ, kde m je £íslo, vyhovuje rovnici ∂
2z
∂r2

+ 1
r
· ∂z
∂r
+ 1
r2
· ∂2z
∂ϕ2 = 0.

61. Nájdite:

a) d3f(A,X), ak f(x, y, z) = xy2 + yz2 + x2yz, A = (1, 1, 1);

b) d4f(A,X), ak f(x, y) = e2(x+y), A = (0, 0);

c) d2f(A,X), ak f(x, y, z) = (x+ y + z)2ex+y+z, A = (1, 0, 1);

d) d2f(A,X), ak f(x, y) = x2y2, A = (1, 1);

e) d2f(A,X), ak f(x, y) = ln
√
x2 + y2, A = (3, 2);

f) d4f(A,X), ak f(x, y) = ex−y
2
+ cosx, A = (0, 0);

g) d2f(A,X), ak f(x, y, z) = xy + yz + xz, A = (1,−1, 2);

h) d3f(A,X), ak f(x, y, z) = xyz, A = (7, 11,−10);

ch) d3f(A,X), ak f(x, y) = x4y − xy4, A = (4,−3).

62. Nájdite n-tý Taylorov polynóm danej funkcie f(x, y) v bode A, ak:

a) f(x, y) = 3x2 + 2xy − 8y2 + 10x− 13, A = (2,−1), n = 2;

b) f(x, y) = x3 + y3 − 2xy, A = (1, 1), n = 3;

c) f(x, y) = sin x sin y, A =
(
π
4
, π
4

)
, n = 2;

d) f(x, y) = xy, A = (1, 1), n = 3;

e) f(x, y) = cos(x2 + y2), A = (0, 0), n = 3;

f) f(x, y) = ex+y, A = (0, 0), n = 2.

63. Rozvi¬te pod©a Taylorovej vety funkciu f(x, y) = 2x2 + y2 − 3xy + 1 v bode A = (1, 2)

pre n = 2.
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64. Aproximujte funkciu f(x, y) = ex sin y na okolí bodu A = (0, 0) polynómom tretieho

stup¬a.

65. Nájdite v²etky lokálne extrémy nasledujúcich funkcií f(x, y), ak:

a) f(x, y) = x2 + y2 − xy − x− y + 2; b) f(x, y) = 4− (x− 2)2 − (y + 3)2;

c) f(x, y) = (y − x− 2)2; d) f(x, y) = (1 + x)
2
3 (1− y) 2

3 ;

e) f(x, y) = 2x3 + x2y + 5y2 + 2x2; f) f(x, y) = x2y2(1− x− y);

g) f(x, y) = x3 + y3; h) f(x, y) = x4 + y4;

i) f(x, y) = 3(x2 + y2)− x3 + 4y; j) f(x, y) = 3x2y + y3 − 12x− 15y + 3;

k) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy + 6; l) f(x, y) = (x2 + y)
√
ey;

m) f(x, y) = (y−x)2+(y+2)3; n) f(x, y) = 2x2−6xy+5y2−x+3y+2;

o) f(x, y) = x2 − y2 + 2x− 2y; p) f(x, y) = 27x2y + 14y3 − 69y − 54x;

q) f(x, y) = 5xy + 25
x
+ 8

y
, x > 0, y > 0; r) f(x, y) = e−x

2−y2(2y2 + x2);

s) f(x, y) = ex−y(x2 − 2y2); t) f(x, y) = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2;

u) f(x, y) = x3+3xy2−51x−24y; v) f(x, y) = 3 ln x
6
+2 ln y+ln(12−x−y);

w) f(x, y) = x3 + 8y3 − 6xy + 1; x) f(x, y) = e
x
2 (x+ y2);

y) f(x, y) = 8
x
+ x

y
; z) f(x, y) = 6xy + y3 − 4x2;

aa) f(x, y) = x4 + 2y2 + 4xy; bb) f(x, y) = 3x2y + y3 − 18x− 30y;

cc) f(x, y) = 3x3 + 4xy2 − 16y − 25x− 2.

66. Nájdite viazané extrémy nasludujúcich funkcií f(x, y):

a) f(x, y) = xy − x+ y − 1, ak x+ y = 1;

b) f(x, y) = 1− 4x− 8y, ak x2 − 8y2 = 8;

c) f(x, y) = x+ 2y, ak x2 + y2 = 5;

d) f(x, y) = 1
x
+ 1

y
, ak 1

x2
+ 1

y2
= 2;

e) f(x, y) = x2 + y2, ak 3x+ 2y − 6 = 0;

f) f(x, y) = x+ y, ak 1
x2

+ 1
y2
− 1 = 0;
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g) f(x, y) = 1
x
+ 1

y
, ak x+ y − 2 = 0;

h) f(x, y) = xy, ak x
a
+ y

b
− 1 = 0, a > 0, b > 0;

i) f(x, y) = x2 + xy + y2, ak x2 + y2 = 1;

j) f(x, y) = x+ y, ak x2 + y2 − 1 = 0;

k) f(x, y) = xy, ak x2 + y2 = 2;

l) f(x, y) = x2 + y2, ak x2 + 9y2 − 1 = 0;

m) f(x, y) = xy + x2 + y2, ak ln(x+ y) = 0;

n) f(x, y) = x+ 3y, ak x2 + y2 = 10.

67. Nájdite najvä£²iu a najmen²iu hodnotu (globálne, absolútne extrémy) nasludujúcich

funkcií f(x, y) na uvedenej mnoºine M , ak:

a) f(x, y) = x2+y2−xy+x+y−1, akM = {(x, y) ∈ E2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 2};

b) f(x, y) = x3 + 2x2 + y2 − 2, ak M = {(x, y) ∈ E2 : x2 ≤ y ≤ 4};

c) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy, ak M je obd¨ºnik s vrcholmi A = (0,−1), B = (2,−1),

C = (2, 2), D = (0, 2);

d) f(x, y) = 2x2 − x+ y2, ak M je trojuholník s vrcholmi A = (1, 0), B = (0, 1),

C = (2, 3);

e) f(x, y) = xy2(4− x− y), ak M je ohrani£ená priamkami x = 0, y = 0, x+ y = 6;

f) f(x, y) = x2 − 2y2 + 4xy − 6x− 1, ak M je daná nerovnos´ami x ≥ 0, y ≥ 0,

y ≤ −x+ 3;

g) f(x, y) = x2 − xy + y2, ak M = {(x, y) ∈ E2 : |x|+ |y| ≤ 1};

h) f(x, y) = x2 + y2, ak M je kruh x2 + y2 ≤ 4;

i) f(x, y) = x2+2xy−4x+8y, ak ak M je daná nerovnos´ami 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2;

j) f(x, y) = x2 − 4x+ y2 − 4y + 10, ak M je kruh x2 + y2 ≤ 1;

k) f(x, y) = x− y, ak M je kruh x2 + y2 ≤ 1;

l) f(x, y) = x2 + y2 − xy − y − x, ak M je trojuholník s vrcholmi A = (−1, 0),

B = (1, 2), C = (3, 0);

m) f(x, y) = x2 + y2 + 3xy + 2, ak M je ohrani£ená krivkami y = |x|, y = 2.
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5 Integrálny po£et funkcie viac premenných

1. Zame¬te poradie integrovania:

a)
2∫
1

 x2∫
x
2
+ 1

2

f(x, y)dy

 dx; b)
2∫
0

(
2x∫
x

f(x, y)dy

)
dx; c)

1∫
0

(
x2∫
x3
f(x, y)dy

)
dx.

2. Vypo£ítajte nasledujúce dvojnásobné integrály:

a)
1∫
0

(
1∫
0

ex−ydx

)
dy; b)

4∫
0

(√
x∫

0

x2ydy

)
dx; c)

2∫
0

(√
4−x2∫
0

xdy

)
dx.

3. Vypo£ítajte nasledujúce dvojné integrály na mnoºine D, ak:

a)
∫∫
D

x2y dxdy, D je obd¨ºnik s vrcholmi A = (0, 1), B = (2, 1), C = (2, 2) a E = (0, 2);

b)
∫∫
D

(2x+ y) dxdy, D je lichobeºník ur£ený priamkami x = 1, x = 2, y = 1 a y = 4x;

c)
∫∫
D

(x2 + y) dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami y = x2 a y = x;

d)
∫∫
D

y2 sinx dxdy, D je mnoºina ohrani£ená osou x a krivkou y = 1+cosx pre 0 ≤ x ≤ π;

e)
∫∫
D

x2yexy dxdy, D = 〈0, 1〉 × 〈0, 2〉;

f)
∫∫
D

xy2 dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 − 1 ≤ 0, x+ y − 1 ≥ 0};

g)
∫∫
D

y dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami x2 − y + 2 = 0, x+ y − 4 = 0;

h)
∫∫
D

xy dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami xy = 1, 2x+ 2y − 5 = 0;

i)
∫∫
D

x
y2

dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 1 ≤ x ≤ y ≤ 3};

j)
∫∫
D

x2

y2
dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami x = 2, y = x, xy = 1;

k)
∫∫
D

sin y2 dxdy, D je trojuholník s vrcholmi A = (0, 0), B = (9, 3) a C = (1, 3);

l)
∫∫
D

xy2 dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 0 ≤ x ≤ 2,−x ≤ y ≤ x2};

m)
∫∫
D

1
x
dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : x2 − 4x+ 5 ≤ y ≤ 6x− 3− x2};

o)
∫∫
D

x dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : (y − 2)2 ≤ x ≤ 4− y};

p)
∫∫
D

x
x2+2y2

dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 25, 0 ≤ x, x
√
3 ≤ 3y};

q)
∫∫
D

y
x2
v, D = {(x, y) ∈ E2 : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x

√
3
3
≤ y ≤ x

√
3};

r)
∫∫
D

x2y2 dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x
√
3
3
≤ y ≤ x

√
3};
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s)
∫∫
D

√
xy dxdy, D = 〈0, 1〉 × 〈1, 4〉;

t)
∫∫
D

1√
x2+y2

dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9};

u)
∫∫
D

sin
√
x2 + y2 dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2};

v)
∫∫
D

x4 dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami x = cos y, x = 1, y = π
2
a y = 0;

x)
∫∫
D

√
xy − y2 dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : y ≤ x, 1

10
x ≤ y, y ≤ 2};

y)
∫∫
D

x2y dxdy, D je obd¨ºnik s vrcholmi A = (0, 0), B = (1, 0), C = (1, 2) a E = (0, 1);

z)
∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0}.

4. Vypo£ítajte nasledujúce dvojné integrály na mnoºine D, ak:

a)
∫∫
D

xy2exy dxdy, D = 〈0, 2〉 × 〈0, 1〉;

b)
∫∫
D

x ln y dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami y = 1, y = 3, x = 0 a x+ y = 3;

c)
∫∫
D

x√
1+y2

dxdy, D je mnoºina prvého kvadrantu ohrani£ená krivkami y = x2 a y = 4;

d)
∫∫
D

xex+y dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami y = ln(x+ 1), y = x2 − x a x = 1;

e)
∫∫
D

ln(1 + x2 + y2) dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y};

f)
∫∫
D

(x2 + y2) dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 9 ≤ x2 + y2 ≤ 25, x ≤ y ≤
√
3x};

g)
∫∫
D

arctg y
x
dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x

√
3
3
≤ y ≤ x

√
3};

h)
∫∫
D

xyex
2

y2+3
dxdy, D = 〈0, 2〉 × 〈0, 3〉;

i)
∫∫
D

1
x2+1

dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami y = 2x− x2 a y = −x;

j)
∫∫
D

(x+ 1)y dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami y = x2 − 4 a y = −3x;

k)
∫∫
D

(x+ 1) dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami y = 2x, 2y = x a y = 2;

l)
∫∫
D

ex
2+y2 dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami x2 + y2 = 9, y = −x, y = −

√
3x a

navy²e platí y ≥ 0;

m)
∫∫
D

|xy| dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 ≤ a2, a > 0};

n)
∫∫
D

1
y
dxdy, D je mnoºina ohrani£ená krivkami xy = 1, y = x a x = 4;

o)
∫∫
D

(1− x2 − y2) dxdy, D = {(x, y) ∈ E2 : x ≤ y ≤ x
√
3, x2 + y2 ≤ 1}.
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5. Pomocou dvojného integrálu vypo£ítajte obsah plochy ohrani£enej danými krivkami, ak:

a) xy = 1, y2 = x, y = 2, x = 0; b) y = e2x, y = ex, x = 1;

c) y2 = x, y = −2, y = x+ 2, y = 2; d) y = x2 − 4x+ 3, y = 0;

e) xy = 6, 3x− 2y = 0, x− 6y = 0; f) y = x, y = 5x, x = 1;

g) y = x2, 4x = y2, y = 6; h) y = e2x, x+ y = 1, x = 1;

i) y2 = x− 1, y = x
4
, y = 2; j) y = lnx, 0 = x− y, y = 1, y = 0;

k) x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 9, y = 0, y = x
√
3 v 1. kvadrante.

6. Pomocou dvojného integrálu vypo£ítajte obsah plochy ohrani£enej:

a) trojuholníkom s vrcholmi A = (0, 0), B = (1, 1) a C = (2, 0);

b) trojuholníkom s vrcholmi A = (−4, 0), B = (2, 0) a C = (2, 6).

7. Pomocou dvojného integrálu vypo£ítajte obsah plochy mnoºiny M , ak

M =

{
(x, y) ∈ E2 : y2 ≤ x ≤ 1

2
y2 + 1

}
.

8. Vypo£ítajte objem telesa ohrani£eného nasledujúcimi plochami:

a) y = x2, y = 1, x+ y + z = 4, z = 0;

b) x2 + y2 = 4, x+ y + z = 6, z = 0;

c) x = 0, y = 0, z = 0, z = y2, 2x+ 3y − 6 = 0;

d) z = 0, z = y2, y = x2;

e) z = 1 + x+ y, z = 0, x = 0, y = 0, x+ y = 1;

f) z = x2 + y2, x = 2, y = 3, x = 0, y = 0, z = 0;

g) y = x2, z = 0, y + z = 2;

h) x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

i) x2 + y2 = 2, y =
√
x, y = 0, z = 0, z = 15x;

j) z = x2 + y2, x2 + y2 = 9, z = 0.
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